
Übungsstunde 7

03.11.2024 Dan Philipp



Nachbesprechung Bonus

• Kleine Begründung, warum eine Injektion zu finden die 
Uncountability beweist

• Alle Schritte genau ausführen
• Achtet auf die Domain/Codomain der Funktionen in 𝐴ℓ



Aufgabe

Beweise oder widerlege:
𝑆 = {𝑓: ℕ → ℕ|∀𝑥∀𝑦(𝑥 ≤ 𝑦 → 𝑓 𝑥 ≤ 𝑓 𝑦 }

ist abzählbar.



Number Theory



Modulo rechnen

• 𝑅𝑚 𝑛 = der Rest, wenn wir n durch m teilen
• Beispiel: 𝑅5 13 = 3

Für Addition und Multiplikation gilt:
𝑅𝑚 𝑛 + 𝑙 = 𝑅𝑚(𝑅𝑚 𝑛 + 𝑅𝑚 𝑙 )
𝑅𝑚 𝑛 ∗ 𝑙 = 𝑅𝑚(𝑅𝑚 𝑛 ∗ 𝑅𝑚 𝑙 )

• Formale Definition: 𝑎 ≡𝑚 𝑏 ⇔ 𝑚|(𝑎 − 𝑏) 
(wichtig für Beweise)



Aufgabe

Berechne:
• 𝑅31 21003

• 𝑅80 31207

• 𝑅9 5123



Number Theory

• Theorem 4.6: Jede natürliche Zahl kann eindeutig in ein Produkt 
aus Primzahlen zerlegt werden

𝑎 = ෑ

𝑖

𝑝𝑖
𝑒𝑖

• gcd(a,b): grösster gemeinsamer Teiler von a und b
• lcm(a,b): kleinstes gemeinsames Vielfaches von a und b



Euklidischer Algorithmus

• Ziel: gcd(a,b) berechnen
• Wir teilen die grössere Zahl durch die kleinere und notieren den 

Rest
• Wir wiederholen dies, bis eine der Zahlen 0 ist
• Die andere Zahl ist dann der gcd



Aufgabe

Berechne
• gcd(455, 182)

• gcd 93, 122



Aufgabe

Zeige, dass keine 𝑥, 𝑦 ∈ ℤ die Gleichung
𝑥3 − 𝑥 = 𝑦2 + 1

erfüllen



Ideal

• 𝑎 = 𝑢 ∗ 𝑎 𝑢 ∈ ℤ}
Beispiel: 4 = … , −8, −4,0,4,8, …

• 𝑎, 𝑏 = 𝑢 ∗ 𝑎 + 𝑣 ∗ 𝑏 𝑢, 𝑣 ∈ ℤ}
Beispiel: 3,5 = {… , −8, −5, −3,0,3,5,8, … }



Multiplikative Inverse

Lemma 4.18
𝑎 ∗ 𝑥 ≡𝑚 1

hat nur eine Lösung genau dann wenn gcd(a,m)=1. Diese Lösung ist 
einzigartig.

Diese Lösung können wir mit dem erweiterten euklidischen 
Algorithmus berechnen.



Aufgabe

Berechne die multiplikative Inverse von 15 modulo 53



Chinese Remainder Theorem (CRT)

Wir haben mehrere modulare Kongruenzen mit einem x, das wir 
suchen:

𝑥 ≡2 1
𝑥 ≡5 3
𝑥 ≡7 2

Wichtig: Die Moduli (2,5,7) müssen paarweise teilerfremd sein.
Dann gilt: Es gibt eine eindeutige Lösung für x mit 0 ≤ 𝑥 < 𝑀, wobei 
M=2*5*7=70



Diffie-Hellman Protokoll

• Anwendung in der Verschlüsselung
• Manchmal kommen in der Klausur Fragen   

 zum Diffie-Hellman Protokoll
• Tipp: Schreibt euch die Funktionsweise des Protokolls auf euer 

Cheatsheet
• Hilfreiches Youtube Video zu dem Thema: 

https://www.youtube.com/watch?v=iHDNpH_Xw4Y
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